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散射理论初步
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第6章：散射理论初步

6.1 散射问题的一般讨论

6.2 一维散射的平面波处理

6.3 离散系统的单粒子散射

6.4 一维散射的波包处理

6.5 形式散射理论：入态与出态

6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

6.7 分波法与低能散射
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6.1 散射问题的一般讨论

相对运动坐标系 —— 靶的坐标固定 ௦

固定中心势 ——

弹性碰撞 —— 散射前后粒子能量 不变

入射粒子初始方向： -轴

入射粒子与靶在垂直 方向距离：
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散射后（ ）运动方向与 轴夹角（方向改变）

粒子散射到 到 的几率正比于散射截面

6.1 散射问题的一般讨论
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୧௞௥

6.1 散射问题的一般讨论

出射态 ௙在远处为球面波：௜ ଷ/ଶ
୧௞

入射态 ூ为平面波：

能量

动量

速度

ଶ
ଶ
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波包 描述的粒子流

௜ ௜ ௜
∗

௜
∗

௜ ௭

速度为v的粒子对应的入射流

满足几率流守恒方程

∗ ∗

6.1 散射问题的一般讨论
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散射振幅 描述了 方向上单
位立体角单位时间内通过的粒子数

௭ 和 分别为入射和出射方向对应的单位矢量。
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∗
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ଶ

散射粒子对应的流

6.1 散射问题的一般讨论

  “
版权归孙昌璞院士和中物院研究生院所有”

“蔻享学术在线传播专用，未经许可，请勿转载！



计算出射态对应的流，应该使用整体波函数讨论

在行进方向上，粒子波函数是一个横向波包；

在 很大时, 入射波包与出射波包不交叠。

解释

用波包的图像描述散射更合适！

6.1 散射问题的一般讨论

存不存在 和 交叉项的干涉效应。
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一个向散射中心运动的波包在中心场中

运动，考察其在远离散射中心时的行为。

散射直

观图像：

用波包的图像描述一维散射问题

6.1 散射问题的一般讨论
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6.1 散射问题的一般讨论

用波包 描述，初态不发散

要求势函数球对称，在无穷远处不发散：

系统哈密顿量
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6.1 散射问题的一般讨论

每一个 对应一

个散射态 :

自由粒子的本征方程：

ଶ

଴
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6.1 散射问题的一般讨论

对于中心力场,要求出射边界条件：

及其模方分别对应散射振幅与微分散射截面：
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定态薛定谔方程

为什么散射问题通过定态问题来求解？

或 时

6.2 一维散射的平面波处理
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ଶ ଶ

6.2 一维散射的平面波处理

代表“入射”粒子向左或向右传播：  “
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6.2 一维散射的平面波处理

ା

୧௞௫ ି୧௞

୧௞௫
ି

୧௞௫

୧௞௫ ି୧௞௫

向右传播的 ା 对应

向左传播的 ି 对应
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波函数处处连续可微

6.2 一维散射的平面波处理

శ

ష

శ

ష

对定态薛定谔方程在 附近积分
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ଶ

两个连续条件代入波函数表达式，得到

6.2 一维散射的平面波处理

后面将证明， 正是散射矩阵

则有

记
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在箱归一化的意义下是完备的

6.2 一维散射的平面波处理

定义
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光学谐振腔 耦合腔光波导

尾波耦合

6.3 离散系统的单粒子散射:耦合共振腔链

  “
版权归孙昌璞院士和中物院研究生院所有”

“蔻享学术在线传播专用，未经许可，请勿转载！



单光子

两光子

真空

三光子

耦合腔波导的带状结构

0 2/ 2/

6.3 离散系统的单粒子散射
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在耦合腔链中的某个腔中放入一个二能级系统

g

e
=

Zhou,  Gong, Liu, CPS, F. Nori, Phys. Rev. Lett 101, 100501 (2008)

6.3 离散系统的单粒子散射

  “
版权归孙昌璞院士和中物院研究生院所有”

“蔻享学术在线传播专用，未经许可，请勿转载！



本征态 腔场中的真空态
单光子几率幅

激发态的几率幅

局域的色散共振势

离散坐标

光子在腔链中的运动方程

6.3 离散系统的单粒子散射
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本征态 腔场中的真空态
单光子几率幅

激发态的几率幅

局域的色散共振势

离散坐标

光子在腔链中的运动方程

6.3 离散系统的单粒子散射
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24

势垒随能量变化

ω

0

Ω

带状结构中的跃迁能量

两
个
束
缚
态

6.3 离散系统的单粒子散射
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: 反射系数
: 透射系数

散射态边界条件

6.3 离散系统的单粒子散射
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将sine和cosine在
k=π/2点展开

将sine和cosine在
k=0点展开

线性区域，有效
场理论导出的反
射系数

二次型区域，有效
场理论导出的反射
系数

6.3 离散系统的单粒子散射
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ω

0

Ω

在原子与光子的失谐量Δ=0
时，反射系数R=1，此时从
原子左边入射的光子被全反
射

反射

透射

6.3 离散系统的单粒子散射
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g

e

g

e

1 2

Lan Zhou, H. Dong, Yu-xi Liu, C. P. Sun, and Franco Nori, Phys. Rev. 
A, 78, 063827 (2008).

显然共振产生的全反射将形成以二能级系统为镜面的腔中腔，而二能
级系统跃迁频率在带外时，不存在因共振而引起的全反射，是否也能
构成腔中腔。为此首先讨论单光子的传输特性

6.3 离散系统的单粒子散射
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• 初态是远离散射中心，向右传播的波包 ௜

• 与散射中心相互作用，波包可能发生畸变

• 末态再次远离散射中心

6.4 一维散射的波包处理
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假设初态是高斯波包，用平面波展开

ିఈమ௫మାଶ୧ఉ௫
ஶ

ିஶ

ି
ఉమ

ఈమ

௜ ௜
ି୧௞௫

ஶ

ିஶ

ଶ
ଵ
ସ

଴
ଶ

଴
ଶ

6.4 一维散射的波包处理

௜

௜

௜ ଶ

ଵ
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初态用本征态波函数展开( )

ା

୧௞௫ ି୧௞௫

୧௞௫

௜

௜

6.4 一维散射的波包处理

௜
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଴
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∗
௜ ௜
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对于一个定域在远离散射中心的左侧, 以较大速

率向右行进的波包，它在能量本征态上的展开系

数与它在动量空间上的展开系数是一样的。

6.4 一维散射的波包处理
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6.3 一维散射：平面波态的散射（定态散射）

入态：

出态：

Moller算符与“中间态”：

对于 ，记
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6.3 一维散射问题

记

平面波态的散射（定态散射）

矩阵表示

𝑒ି௜ ௞ ௫ 𝑒௜ ௞ ௫

𝑒ି௜ ௞ ௫

𝑒௜ ௞ ௫

Moller算符及出入态的一般讨论将在之后给出
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6.4 一维散射的波包处理
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远离散射中心且向中心运动的初始波包

ା 
ି୧

ℏమ௞మ

ଶ௠
௧

ஶ

଴

入射波包定域于实
空间 x<0 区域

6.4 一维散射的波包处理

୧௞௫ ି୧
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଴
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୧௞௫ ି୧
ℏమ௞మ

ଶ௠
௧

ஶ

଴

经过时间 的演化，假定其尚未发生散射

௜ ௜ ା 

ஶ

଴

(I)

(II)

(III)
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很大时，结果(I) (II) (III)均是快速振荡函数的积分

=0

=0

入射波包中心运动的经典轨迹

6.4 一维散射的波包处理

时，
మ

是快速振荡因子。仅当位相

有极值点时，积分不为零  “
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ି୧௞௫ ି୧
ℏమ௞మ

ଶ௠
௧

ஶ

଴

“证明”一个积分近似为零

௖=ℏ௞

௠

除了积分中位相的极小值点，快速振荡因子将
使得积分为零，积分中位相的极小值点确定为

它不在左面区域——这个
波函数中反射部分可忽略。

对于反射波函数(II)

稳相位点不在右边区域。

୧௞ ି୧
ℏమ௞మ

ଶ௠
௧

ஶ

଴

同理，透射波函数(III)
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稳相位近似后， 时刻的演化结果中仅留下一项(I) ：

相当于自由

粒子的演化

୧௞௫ ି୧
ℏమ௞మ
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6.4 一维散射的波包处理
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接下来讨论 时的演化。仿照之前的讨论，

稳相位近似后，演化结果剩下(II) (III)两项：
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6.4 一维散射的波包处理
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入射波包为高斯波包
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6.4 一维散射的波包处理：精确解

定义中向左、向右运动的波包
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演化结果：对称的出射和反射两个扩散波包

波包宽度

6.4 一维散射的波包处理
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6.4 一维散射的波包处理

以上分析表明： 时波包分裂为向左右传播的
两个波包，几率幅正比于反射与透射系数 与 ：

波包演化的图象与定态散射相一致！
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薛定谔表象下， 时刻的粒子态

6.5 形式散射理论：入态与出态

时，有出射渐进态（出态）：

଴

ଶ

௧→ିஶ

଴ ୧୬

对于 ，有入射渐进态（入态）：

入态= 出态= 中间态=
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只要入态 和出态 在边界上（橙色

圆上）的值与真实粒子态 一致，

边界外的粒子行为可以完全由 和 来描述。

6.5 形式散射理论：入态与出态
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需要证明对任意 存在 使得

证明思路

6.5 形式散射理论：入态与出态

定义

证明以下极限存在：
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那么有

6.5 形式散射理论：入态与出态

此极限收敛，则要求
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୧୬ 是一维高斯波包（例）：

6.5 形式散射理论：入态与出态

଴ ୧୬
ଶ

ଶ

ଵ
ଶ ଶ

ଶ ସ

ି
ଷ
ଶ

ଶ
ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ

ଵ
ଶ ଶ

ଶ ସ

ି
ଷ
ଶ

ଶ

଴ ୧୬
ଶ

ଶ

ଵ
ଶ ଶ

ଶ ସ

ି
ଷ
ଶ ଶ

ଶ ଶ ଶ ଶ

୧୬ ଶ

ଵ
ସ ଶ

ଶ
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任意时刻的波函数 都对应某个入态

6.5 形式散射理论：入态与出态

Moller算符：

（幺正）

及出态
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幺正性：

它包含了散射实验能够得到的全部信息。

给出了散射矩阵

6.5 形式散射理论：入态与出态
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引入Green函数 ：

则波包的演化方程：

从微扰论角度，记

6.5 形式散射理论：入态与出态

（因果性）

బ
ᇲ
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记

得到波包的一个形式解

6.5 形式散射理论：入态与出态

ା

ఎ→଴

ି௜ ுబିாି௜ఎ ఛ/ℏ ା
ାஶ

଴

ఎ→଴ ଴ ఛᇲ→ାஶ

ି௜ ுబିா ఛ/ℏ ିఎఛ/ℏ ା

ା
ା
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方程

6.5 形式散射理论：入态与出态

势能的开关：
暗含运动窄波包自动地打开与关闭相互作用；

因果性：
暗含波包需要“窄”

宽波包几率层面上破坏因果性
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设
మ

的本征态为 ，本征方程为

6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

总哈密顿量 的本征值问题

弹性散射下 上述两个方程本征值是一样的，且

,         
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满足上述渐近条件的形式解

6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

这是关于 的积分方程

由迭代得显式解  “
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但是，
బ
存在奇点，由于 取实值，可定义无奇点格林函数

(  ≥ 0)

6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

用 代替
బ
，得到Lippman-Schwinger方程

以及形式解
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Lippman-Schwinger方程的坐标表示

6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

记 ，则

其中

ᇲ
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6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

可以证明 满足亥姆霍兹方程

对应不同的边界条件，即

也可由 的积分表达式得到，记 ，令

ᇲ
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6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

ᇲ

由中心力场格林函数，对应入态波矢为 的散射态 ，有
积分表达式

其中
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6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

证明：

即满足
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6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

其次，若 满足“当 ， ”， 满足

出射边界条件

因此 极限

ᇲ

引入散射振幅
ᇲ

综上， 的积分表达满足定态薛定谔方程，自动满足

出射边界条件。
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6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

由Lippman-Schwinger方程的递推解

定义转移矩阵

Lippman-Schwinger方程改写为

转移矩阵的玻恩级数解
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6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

定义 ，散射振幅可写为

散射振幅的玻恩级数

其中

通常 简称为玻恩近似
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6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

格林函数起着传播子的作用

二阶玻恩振幅

二阶散射振幅: 和 的有效积分区域是势
的作用范围, 有二次内部散射步骤

ᇲ ᇲ ᇲᇲ

三阶散射振幅: 有三次内部散射步骤
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6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

一阶振幅计算

ᇲ ᇲ

对于弹性散射, , 定义矢量

弹性散射图示

则

于是
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6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

对库仑势

和 分别为散射粒子和散射中心的电量，则

మ

మ

微分散射截面
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6.6 Lippman-Schwinger方程与玻恩近似

代入 ，得到著名的卢瑟福散射公式

玻恩级数的收敛条件：

1. 足够大（动能足够大）

足够弱（势能 成为微扰）
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6.7 分波法与低能散射

近似适用于高能散射（ 很大）；
散射粒子能量较低时，采用分波法 记 的方向为 方向 ：

由边界条件确定：
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6.7 分波法与低能散射

时， 径向波函数有自由粒子的行为：

ଶ ଶ

其中球 函数有渐进形式

称为 分波的相移
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6.7 分波法与低能散射

为方便对比，将边界条件中的平面波部分展开：

௜௞௭ ௜௞௥ ୡ୭ ௟
௟ ௟

ஶ

௟ୀ଴

௜௞௭
௥→ஶ

௜௞௥ ௟ାଵ ି௜௞
௟

ஶ

௟ୀ଴

为了看得更清楚，将 的渐进形式改写：

௟

௥→ஶ

௟

௟
ି௜ఋ೗ ௜௞௥ ௟ାଵ ି௜௞௥ ଶ௜ ೗ ௜௞௥

𝒌 ௟ ௟ ௟

ஶ

௟ୀ଴

𝒌

௥→ஶ
௜௞௭

௜௞௥结合
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௟
௟ ௜ఋ೗

6.7 分波法与低能散射

比较可得

ଶ௜ఋ೗
௟

ஶ

௟ୀ଴

总截面

௟

௥→ஶ
ଶ

గ

଴

ଶ
ଶ

௟

ஶ

௟ୀ଴

௟

ஶ

௟ୀ଴

称为 分波的散射界面

න 𝑃௟ cos 𝜃 𝑃௟ᇲ cos 𝜃 sin 𝜃 𝑑𝜃
గ

଴

=
2

2𝑙 + 1
𝛿௟,௟ᇲ
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௟

6.7 分波法与低能散射

ଶ௜ఋ೗

ஶ

௟ୀ଴

௟ ௟

ஶ

௟ୀ଴

光学定理
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