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对称性与角动量理论
第五章
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第5章：对称性和角动量理论

5.1 量子力学中的对称性

5.2 时间反演对称性

5.3 转动对称性

5.4 单粒子的角动量理论

5.5 角动量耦合

5.6 不可约张量与Wigner-Eckart定理
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5.1 量子力学中的对称性

对称性的观念起源于自然界或人工系统的几何对称性，如

人体，植物的叶子，古今的建筑。数学上，几何对称性被

定义为某种变换下的不变性—与原来图形重合。
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5.1 量子力学中的对称性

对称性定义为运动方程和其解在某种变换下的不

变性。在量子力学中，对称性表现为薛定谔方程解在某

种变换下的不变性。
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5.1 量子力学中的对称性

当波函数经历一般时变表象变换

有效运动方程

有效哈密顿量
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5.1 量子力学中的对称性

讨论

若变换 含时，即

需要满足什么条件才能构成体系的对称性群？   版
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5.1 量子力学中的对称性

当变换W 不含时间

若量子体系在W 变换下是不变的，则有

或

称 为 的对称变换。

可以证明，所有 的对称性变换

构成一个群 称为体系的对称性群。
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5.1量子力学中的对称性

例子1：平移对称性与动量守恒

经典力学：当外势 是平移不变的

则对于无穷小变换

故外势为常数

平移不变的系统，动量是守恒的。
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5.1 量子力学中的对称性

量子力学：波函数 从零点整体平移到a可理解为坐标

原点的反向移动。

平移后的波函数

x
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5.1 量子力学中的对称性

对于一个无穷小平移

对于有限的平移   版
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5.1 量子力学中的对称性

平移算子

如果一个体系是平移不变的，则其哈密顿量满足（ ）

平移矩阵的无穷小生成元 是一个守恒量。

ೣ
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5.1 量子力学中的对称性

一般说来，对称变换 是一组参量

的函数。

意味着 的生成元

是厄米的。因此是系统的守恒力学量。
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5.1 量子力学中的对称性

空间反演变换的性质：

a) 是幺正的，即 ற

b) 的本征值仅为 （相应的本征函数分

别称为偶、奇宇称态）

空间反演操作 ：

例子2：空间反演对称性

空间平移对称性是一种连续对称性；

空间反演则是最简单的离散对称性。
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5.1 量子力学中的对称性

设

则

证明
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5.1 量子力学中的对称性

对称变换的全体构成一个群

将三维欧氏空间 上的变换

作用到波函数上：   版
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5.1 量子力学中的对称性

（平移变换性质的一个推广，适用于一般的群变换）

ିଵ

其坐标表示

即
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5.1 量子力学中的对称性

在 上，如果 和 均为旋转变换，那么 也是一个

旋转变换；记

,

其中存在一个单位元 ；对 存在

一个逆元素 使

；

另外 满足结合律

。

这种乘法下 构成群。 称为变换 在波函数

空间上的一个表示。
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5.1 量子力学中的对称性

满足群的一切性质，如：
证明

问题 如果 是一个旋转变换，能否定义
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5.1 量子力学中的对称性

取基矢 群元 作用在这些基矢上

那么

定义的矩阵 是群 的一个 维表示。
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5.1 量子力学中的对称性

如果 存在一个 维的不变的子空间

则称 是 的一个可约表示。

取 基矢
ೄ ೄ

则 可表示为

其中 为 在 上的表示。

若找不到这样的不变子空间，则称 为不可约表示。
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5.1 量子力学中的对称性

Wigner定理：设 是哈密顿量 的对称性群， 是

群 的一个 维不可约表示，则 存在 维简并，简

并的本征函数张成了群 的不可约表示空间 。

设 是 的本征函数: 

则

也是 的本征函数，且具有相同本征值。

证明
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5.1 量子力学中的对称性

若能级 有 度简并，记简并的本征函数为 ：

也是 具有相同本征值的本征函数:

即 对于本征值 的全体简并本征矢张成 的表示空间

进一步证明 是不可约的。

先假设它是可约的，则存在一个不变子空间 使得
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5.1 量子力学中的对称性

证明

记

可证对于 ， 也是一个对称变换。

则

因此， 且 会把 中矢量变到 以外，即 不是

的不变子空间，与“不可约”假设矛盾。
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5.1 量子力学中的对称性

简单的例子

自由粒子的哈密顿量

具有空间反演对称性， ，而 对应于本征值

的简并本征态
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5.1 量子力学中的对称性

它们可以组成奇偶宇称态

显然

构成了空间反演群 群的恒等表示， 构成了

群的非恒等表示。
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5.1 量子力学中的对称性

任意守恒量 具有性质：

(1)期望值不随时间改变:

(2)若 是 的本征态， 也是 的本征态

(3)在任意态中测量 ，测得 的各种本征值几率不变

证明
(1) 
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5.1 量子力学中的对称性

(2)

设 满足

那么对于

有
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5.1 量子力学中的对称性

(3)假设 是非简并的：

系统粒子数守恒

因此
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5.1 量子力学中的对称性

则根据（2）中结论，有

௡

对于任意态

௡

௡

௡

௡

测量 得到本征值 的几率

௡ ௡
ଶ

௡
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5.2 时间反演对称性

在经典牛顿力学中，牛顿方程为

令 ，则牛顿方程变为

速度变为
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5.2 时间反演对称性

因此

（1） ，则运动方程是不变的。

（2）若 形式改变，则体系的动力学就不再是时间反

演不变的了。

在经典力学中，几个主要的物理量在时间反演下按如下

规律变换：
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5.2 时间反演对称性

（不显含时间）

无自旋粒子在实的势场中的运动

:

称为 的时间反演态。
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5.2 时间反演对称性

对于一般的势场

我们现在去找一个幺正算符 使得 （或是

），于是

或
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5.2 时间反演对称性

如下定义的时间反演态

是一个该量子体系的容许态。此时，称该量子力学体系具有

时间反演不变性。

在这里， 代表复共轭算符，即

显然，这样定义的算符 为反线性算符，即
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5.2 时间反演对称性

习题

对于具有二分量的自旋系统

波函数

和

在什么情况下满足相同的薛定谔方程？即该体系具有

时间反演不变性。
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5.2 时间反演对称性

练习

对于一个一般的角动量为 的粒子，在仔细地规定了相因子

之后，我们有

因此，若 为整数，则 ；若 为半整数，则 。

更一般的讲，对于玻色子组成的多体体系， 总是成立的。

而对于一个费米子组成的多体体系，我们有 这里，

为体系中的费米子数。
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5.2 时间反演对称性

Kramer简并

现在看看时间反演不变性带来的物理结果。首先，考

察 和 的内积。按照定义，我们有

令

有
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5.2 时间反演对称性

当讨论玻色子体系或具有偶数个费米子多体体

系时，有 。因此上式变为

这是一个恒等式，得不出任何结论。

但是，当体系有奇数个费米子时，

此时，我们得到

因此

与它的时间反演态 是相互正交的
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5.2 时间反演对称性

另外，对于时间反演不变的哈密顿量，任取一个态

即

由此得出结论，若 是 的一个本征态，则 也是

的一个本征态，并且具有相同的能量。又由于它们是正

交的，因此要求这一能级至少是二重简并的。这一定理

称为Kramer定理。
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5.3 转动对称性

刚体绕固定点 的转动用 表示

-矢量 ：转动轴

右手法则：对于 的转动

三维空间中的旋转群SO3 
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5.3 转动对称性

保内积，保矢量积:

三维空间中的旋转群SO3 
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5.3 转动对称性

是 上的基矢

由保内积的性质   版
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5.3 转动对称性

转动推广到任意维的实正交空间：
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5.3 转动对称性
基本的 操作：
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5.3 转动对称性

对于任意的 转动

记 :
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5.3 转动对称性

n r
 

把 分解为平行部分 和垂直部分

其中
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5.3 转动对称性

绕 转 角时， 不变， 变为
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5.3 转动对称性

群的一个重要性质：欧拉转动

亦即，先绕 转 ，后绕 转 ，再绕 转 ，相当

于绕 转 角。
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5.3 转动对称性

证明

不失一般性取 为子方向

选 在 平面。然后，利用公式

计算    版
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5.3 转动对称性

证明 任意一个转动

ᇲ

③
ᇲ

② ①

利用 群这一性质可以生成任意的转动

欧拉转动定理：刚体的任意转动，可以由三次转动来完成
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5.3 转动对称性

①先用 把 轴转到 ；

②再绕 轴转 角，这时 变成 ；

③然后再绕 轴转 角。

௬ᇲ ௭ ௬ ௭

௭ᇲ ௬ᇲ ௭ ௬ᇲ

௬ᇲ ௭ ௬ᇲ ௬ ௭

௭ ௬ ௭ ௭ ௭
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5.3 转动对称性

群的生成元

基本操作 ：写下 的生成元

భ మ య
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5.3 转动对称性

群的生成元

李代数的基本表示满足角动量基本关系

其中 称为Civita符号， ，重复指标为 。

转动操作对坐标波函数的作用——转动群的坐标表示

有生成元

ഀ
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5.3 转动对称性

例1：由于

ೣ

注意到

ೣ ೣ ೣ
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5.3 转动对称性

角动量算符——旋转群生成元的坐标表示

是角动量算符，满足
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5.3 转动对称性

用生成元表达 群的元素：

单参数子群

满足方程

则
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5.3 转动对称性

利用 的生成元和角动量算符，群元一般地表达为

也可以表达为欧拉转动

自旋1/2系统
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5.3 转动对称性
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5.4 单粒子的角动量理论

由角动量算子 ，定义总角动量算子

和阶梯算子

有下列关系

张成了旋转群 的李代数

以下讨论它的 维矩阵表示
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5.4 单粒子的角动量理论

Pauli矩阵给出了 的一个基本表示
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5.4 单粒子的角动量理论

通过二次量子化，由基本表示构造Jordan-Schwinger表示：

用 和 表示两个Boson的消灭算子，

则角动量的二次量子化为

Fock空间为

భ మ
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5.4 单粒子的角动量理论

和 不改变总粒子数 ，即

是一个守恒量：
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5.4 单粒子的角动量理论

的Fock空间表示为
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5.4 单粒子的角动量理论

角动量本征态

满足

有标准角动量表示

于是
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5.4 单粒子的角动量理论

构成了 的一个 维的不可约表示， 在

整个希尔伯特空间上，总粒子数 变化时整个表示 分

解为不可约表示，不可约表示的直和
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5.4 单粒子的角动量理论

由Jordan-Schwinger表示计算 群的 表示：

其中矩阵元

ᇲ

೥ ೤ ೥

ᇲ

ᇲ
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其中简记

5.4 单粒子的角动量理论

矩阵

ᇲ
೤

作用在标准的角动量态上
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5.4 单粒子的角动量理论

记

௟௠
௝

ଵ
ା ௝ା௠ି௞

ଶ
ା ௞

௞௟

ଵ
ା ௝ି௠ି௟

ଶ
ା ௟
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5.4 单粒子的角动量理论

௠ᇲ௠
௝

෍ −1 ௞ି௠ା௠ᇲ

௞

(𝑗 + 𝑚)! (𝑗 − 𝑚)! (𝑗 + 𝑚ᇱ)! (𝑗 − 𝑚ᇱ)!

(𝑗 + 𝑚 − 𝑘)! 𝑘! (𝑗 − 𝑚ᇱ − 𝑘)! (𝑘 + 𝑚ᇱ − 𝑚)!
cos

𝛽

2

ଶ௝ିଶ௞ା௠ି௠ᇲ

𝑠𝑖𝑛
𝛽

2

ଶ௞ି௠ା௠ᇲ

比较 ᇲ 的定义：
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5.4 单粒子的角动量理论

练习

证明

利用公式

௜஻ ି௜஻
ଶ ௡ ௡个

可计算
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5.4 角动量理论应用

任意自旋在磁场中的进动：

哈密顿量

 

设

೥

是

的解
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5.4 角动量理论应用

೥ ೥

ᇲ

利用角动量的算子性质

೥ ೥

೥ ೥
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5.4 角动量理论应用

有效哈密顿量
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5.4 角动量理论应用

不含时间，其本征值为 ，对应的本征函数

೤ ೤

೤
ᇲ

ᇲ

బ

ᇲ

ᇲ
బ
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5.4 角动量理论应用

因此

其中

ᇲ

ᇲ
బ

ᇲ

೤
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5.4 角动量理论应用

绝热极限下

明显包含了动力学相位和几何相位

初值条件

బ
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5.5 角动量的耦合

两个子系统组成的复合体系：

和 张成希尔伯特空间 和 的基矢，

张成了整个希尔伯特空间 的基矢。

对

先固定 ，按 完备基展开
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5.5 角动量的耦合

再把依赖于 的展开系数按 展开

则有

是 的完备基

表 明
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5.5 角动量的耦合

变换 同时作用于 和 上

不依赖于坐标的表示可写下
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5.5 角动量的耦合

相应的无穷小生成元

作用直积空间

有复合系统无穷小生成元的表达式
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5.5 角动量的耦合

对于旋转群 ，直积变换

的无穷小变换

是单体变换的相加，非耦合基矢

构成总角动量的一个表示。
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5.5 角动量的耦合

表示是可约的：

భ మ

ౣ౗౮

ౣ౟౤

因为

基最大取值为

最小取值为

即两个表示 ഀ 约化成不可约表示的直和
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5.5 角动量的耦合

每一个表示在约化中只出现一次

భ మ

భ మ

భ మ 维
భ మ

భ మ 维
భ మ

భ మ 维

ଵ ଶ
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5.5 角动量的耦合

证明

预先假设 出现的次数是 ，再证明

其中每一个 大于和等于 表示

中都会出现一次 的本征值为 ，

则在 中 取的简并度为
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5.5 角动量的耦合

非耦合基矢（假设 ）
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5.5 角动量的耦合

①总角动量分量最大为

② 时，有以下 个态是简并的
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5.5 角动量的耦合

③当 ，有二度简并态

当 ，有三度简并态

以此类推
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5.5 角动量的耦合

由 群直积约化中 的耦合基矢

其中CG系数

由递推公式求得。

భ భ మ మ

భ భ మ మ
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5.5 角动量的耦合

作用于两边：

用 作用，有类似关系。

ା ௝భ௠భ௝మ௠మ

௝௠
ା ଵ ଵ ଶ ଶ ଵ ଵ ା ଶ ଶ

௝భ௠భ௝మ௠మ

௝௠
ଵ ଵ ଶ ଶ

௝భ௠భ௝మ௠మ

௝௠
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5.5 角动量的耦合

C-G系数还必须满足一些正交关系：

ᇲ ᇲ

భ భ మ మ భ భ మ మ

ᇲ ᇲ

భ మ

భ
ᇲ ᇲ
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5.5 角动量的耦合

递推关系
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5.5 角动量的耦合

耦合后总角动量

用 作用式子两边

ᇲ
ೞ

ᇲ
ೞ

自旋轨道耦合例子：计算 的本征值和本征函数

取

记

而非耦合基
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5.5 角动量的耦合

重复利用该公式
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5.5 角动量的耦合

约定

则

利用正交关系得到
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5.5 角动量的耦合

坐标表象下
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5.5 角动量的耦合

于是得到 本征函数为

相应的本征值为

௟
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ଵ
ଶ

௟

௠ା
ଵ
ଶ

௟௠

ଶ
ଶ ଶ

   版
权归孙昌璞院士和中物院研究生院所有！  

蔻享学术在线传播专用，未经许可请勿转载！



98

5.5 角动量的耦合

引入3-j符号

భ మ
భ భ మ మ
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5.5 角动量的耦合
（1）偶数次交换3-j符号值不变

（2）

（3）

（4）

భ మ య
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

位置矢量 的旋转

定义了旋转群 的矢量表示

矢量算子

   版
权归孙昌璞院士和中物院研究生院所有！  

蔻享学术在线传播专用，未经许可请勿转载！



101

5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

则称其为矢量算子

矢量算子

任何一个三维矢量

在 作用下变换形式如上一样

对算符组， 若在旋转变化下
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

无穷小变换： 时，一般转动算子

变为

于是有
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

取 为 方向，则
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

取 ，

于是

同样代入各个分量，则

上式可用来判断一组算符 是否是矢量算子
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

当 ， 角动量态 的坐标表示为

张量算子

的变换方式与 一样(重新组合一下)
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

对应 的 个算符，

如果满足对易关系

则称， 构成 群的 阶不可约张量算子
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

作业：证明两张量算子可以耦合出更高阶张量算子
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

设 代表角动量量子态， 代表其它量子数。则张量算

子 的矩阵元

Wigner-Eckart定理

其中 是与 和 无关的数，称为约化矩阵元
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

Wigner-Eckart定理

比较CG系数的递推关系

ᇲ ᇲ

ᇲ ᇲ

ᇲ ᇲ
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

由于

若
ᇲ ᇲ

ᇲ ᇲ

ᇲ ᇲ

则有解

ᇲ ᇲ
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

根据W-E定理有选择定则：

①仅当 时， 才不为零。

②仅当 时，矩阵元才不为零。

于是有选择定则(I)。

选择定则(I)由群的直积分解给出。
௝ ௞ ௌ

௝ା௞

௦ୀ|௝ି௞|
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

例：选择定则的一个重要应用是估算跃迁的强度。

从 到 和 的两个跃迁的强度之比只由

对称性决定。
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5.6 不可约张量算符与Wigner-Eckart定理

这里C-G系数完全决定于 的对称性

于是，我们得到跃迁几率的比值

ᇲ

ᇴ

ᇲ

ᇴ
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W-E定理：跃迁矩阵和分支比

根据W-E定理，在相互作用形式未知情况下，对

称性分析可以做出跃迁选择和跃迁强度的分支比
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

根据Wigner定理，如果氢原子具有表观的对称性 ，则能级简并

度是其不可约表示 的维数 。然而，氢原子能级简并度为

这意味着氢原子可能具有更大的对称性。
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

对于三维氢原子，当年泡利发现了新的守恒量—Runge-

Lenz(RL) 矢量，以精妙的手法给出了能级的精确解。定义RL

矢量为下列厄米算子：

其中 为径向单位矢量。
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

利用

可重新表达为

当 时， 将回到经典R-L矢量。可以证明

即除了轨道角动量 之外，还有 也是守恒量。
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

的三个分量满足下列对易关系式

即 构成三维转动群 的李代数。

根据 的定义，可以证明
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

上述对易关系中出现了额外的算子 ，6个算子

彼此之间的对易式是不封闭的。

然而，我们的讨论如果局限于 的某一能级的诸简并态所

张开的子空间，则 可以代之为常数 于是

则上式改为
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

从上式看出， 和 的诸分量构成一个封闭的李代数。令

可概括为

这6个反对称算子 ( )正好张成 群的

李代数。即三维氢原子具有动力学对称性 .
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

动力学对称性：

对于哈密顿量为

的系统，可能存在一种变换 ，如果

，则称为系统具有几何对称性 , 也可能存在

一种更为一般的情况-动力学对称性

   版
权归孙昌璞院士和中物院研究生院所有！  

蔻享学术在线传播专用，未经许可请勿转载！



122

5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

利用氢原子 对称性求解氢原子的能谱。为此，我们证明

结合

得
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

考虑到 ，上式可改为

令

其逆表示式为
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

容易证明

即 与 对易， 的分量各自构成一个 群的无穷小算子。
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

的本征值是

其中

因此

代入

得
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

由此我们得到

这就是著名的Bohr氢原子束缚态能级公式。

现在我们以代数方式重新得到了这个结果。
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

能级简并度可由如下方式求出：

按 式， 可看成大小相等的两个角动量

和 的相加，因此

由此得到能级 的简并度
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

属于同一能级 的诸简并态，可能是偶宇称态，也可能是

奇宇称态。这与体系含有两类守恒量有密切关系，即 为

轴矢量(空间反射下不变)，而 为极矢量(空间反射下改变

正负号)。

以上例子表明，如果把氢原子简单理解成仅具有表观的

对称性，实际中却发现了更多的简并，很容易误解

这种简并是偶然发生的，与对称性无关，当然Wigner定理

不成立。

而氢原子例子表明， 不是它的完全对称性群，把更

多的对称性群包含进来，形成更大对称性群，Wigner定理

就起作用了。
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

关于“偶然简并”，不少教科书中常常把参数交叉出现的

简并叫偶然简并，并指出这种简并与对称性无关，其实这

种简并意味着更高的对称性。为理解这个问题，我们考虑

塞曼效应——随外磁场变化导致的能级交叉。
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

体系的哈密顿量

显然角动量态 是 的本征态，

相应的本征值

其中
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

为了简单起见，我们考虑

当 ， 和 简并，

显然 , ，系统的对称

性为 而“偶然简并”出现时，

系统的对称性不再是 ， 这是

因为算符

在 时，与 可对易
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5.7 氢原子的SO(4)对称性和偶然简并

因 出现更大的对称性变换 。

事实上，子空间 在 时变成简并的不变

子空间，其上的任何幺正变换 在 是 的一

个对称性群。

因此，我们的结论是：

任何简并的出现都不是偶然，它们一定与潜在的对称性相联系。

   版
权归孙昌璞院士和中物院研究生院所有！  

蔻享学术在线传播专用，未经许可请勿转载！


